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Limites de fonction

Prérequis

Pour aborder ce cours sur les limites de fonctions, il est essentiel de maitriser les notions suivantes
acquises en classes précédentes :

» Fonctions : Définition d'une fonction, notion de variable, image et antécédent.

Représentation graphique : Savoir lire et interpréter un graphique de fonction.

Algebre : Maitrise des opérations algébriques de base (factorisation, développement,

simplification).

Nombres réels : Connaissance des propriétés des nombres réels (inégalités, intervalles).

e Suites numériques : Notions de base sur les suites numériques et leur convergence
(notamment en premiere).

Ce cours s'inscrit dans la partie “Fonctions” du programme de Terminale Générale, apres I'étude des
fonctions de référence et des transformations de fonctions. Il prépare aux notions d'étude de
fonctions plus approfondies et aux applications en physique et en sciences de I'ingénieur.

Chapitre 1 : Introduction aux limites
Définition intuitive d'une limite

L'idée de limite est fondamentale en analyse. Intuitivement, la limite d'une fonction f(x) lorsque *

tend vers 4 est la valeur vers laquelle f(*) se rapproche de plus en plus lorsque * se rapproche de ¢,
sans nécessairement atteindre cette valeur.

o =(x2-1)

Exemple : Considérons la fonction (x-1) on peut remarquer que (1) n'est pas définie.

Cependant, lorsque * se rapproche de 1, f(%) se rapproche de 2. On dit que la limite de f(x) lorsque
X tend vers 1 est 2.

Notation de la limite

On écrit : lmx—mf(x) , ce qui signifie que la limite de fx) lorsque X tend vers ¢ est L,

Limites finies et infinies

o Limite finie : La limite est un nombre réel L.
* Limite infinie : La limite est I'infini (+°° ou ~*°). Cela signifie que la fonction croit ou décroit
indéfiniment lorsque * se rapproche de ¢,
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Chapitre 2 : Limites a gauche et a droite
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Définition des limites unilatérales

Pour que la limite d'une fonction existe en un point ¢, il est nécessaire que les limites a gauche et a
droite en ce point existent et soient égales.

 Limite a gauche: lim_ (on se rapproche de ¢ par des valeurs inférieures a 4).

X lim . f(x) , \
e Limite a droite: *—¢ (on se rapproche de ¢ par des valeurs supérieures a ¢).

Existence de la limite

li . li =i
La limite myal (%) existe si et seulement si "', Dans ce cas, im ol (%) -
i+ f (X)=begi &six<128&six=1x+18&six>lend li lim ol ()2
Exemple : Soit (x)=begincasesx&six < six=1x six>lendcases lim_ ot " x—1 La
i
limite i f (%) n'existe pas.

Chapitre 3 : Formes indéterminées

Identification des formes indéterminées

Certaines expressions conduisent a des formes indéterminées, c'est-a-dire des expressions dont la
limite ne peut étre déterminée directement. Les formes indéterminées les plus courantes sont :
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Méthodes de lever les formes indéterminées

Pour lever une forme indéterminée, on peut utiliser différentes techniques :

» Factorisation : Simplifier I'expression en factorisant le numérateur et le dénominateur.
e Conjuguée : Multiplier par la conjuguée pour éliminer les racines carrées.

» Développement : Développer I'expression pour simplifier.

* Regle de I'Hopital : (Non au programme de Terminale Générale)
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Chapitre 4 : Limites de sommes, produits et quotients
Limites de sommes et de produits

limx_mg(x) L

[ =L =
Si hmx—mf(x) 1 2 alors :

et

lim__ (f(x J+g(x))=L +L,

° X—a

tim__, (f(x).g(x))=L,.L,

Limite d'un quotient

lim f(x)=L,  lim g(x)=L,#0

et Xx—a , alors :

Chapitre 5 : Limites et inégalités
Théoreme de comparaison (encadrement)

f(x)=L _ lim__ g(x)=L

i
sif(x)<g(x) ay voisinage de ¢ et si Mrsa et , alors
llmx_)af(x)=llmx_)ag(x)=L.

Théoreme des gendarmes (encadrement)

sif(¥)<g(x)<h(x) 5y voisinage de 4 et si llmx*af(x)zllmx—>ah(x)=L, alors hmx—mg(x)zL.

Chapitre 6 : Limites infinies et asymptotes

Limites infinies

Sif(*) tend vers +° ou - lorsque X tend vers ¢, on dit que f(*) a une limite infinie en 4,
Asymptotes verticales

lim f(x)=%c0 , _ . . .
Si  x—a , alors la droite =4 est une asymptote verticale de la courbe représentative de
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flx),

Asymptotes horizontales

lim x)=L , _ . , .
Si x*ioof( ) , alors la droite Y=L est une asymptote horizontale de la courbe représentative de

fx),

Chapitre 7 : Limites trigonométriques

Limites usuelles

lim (Sin(x))z
e )
lim (l-cos(x))_o

N

Ces limites sont fondamentales pour le calcul de nombreuses autres limites impliquant des fonctions

trigonométriques.

Chapitre 8 : Applications et exercices

Exercice 1:

lim (x2-4>

Calculer la limite suivante : ~ * 72 (x-2)

Corrigé :

. x*-4 . x-2)(x+2 .
llmx_)z((x_z))=llmx_)2(((x)_(z)))=llmx

Exercice 2 :

Calculer la limite suivante :
Corrigé :

im Mz . (sin(3x))= _
[ =0 (x) [ x—>03'7(3x) 3.1=3
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Résumeé

Limite d'une fonction : Valeur vers laquelle une fonction tend lorsque sa variable se
rapproche d'une valeur donnée.

f(x)=L

, ou L est un nombre réel.

f(x)=ioo.

i
Limite finie : "M r—a

lim
Limite infinie : x—a

lim . f(x)

Limites a gauche et a droite : /" _ et x—a

©0) ()

0
Formes indéterminées : (0), (%), 0.00 co-co 07 1
f(X) gg(X) et llmXHaf(x)=llmx—>ag(x)=L

0]

Théoreme de comparaison : Si , alors

limx_)af(x)=Ll

] =[i h(x)=L
» Théoreme des gendarmes : Si fr)<g(x)<h(x) ot lim . of (X)=lim . h(x)
limx_)ag(x):L

, alors

. . x=a lim f(x)=%c0
e Asymptotes verticales : Droites * =% telles que  *—¢ .
. . _ lim f(x)=L
e Asymptotes horizontales : Droites Y=L telles que X% () .
. sin(x . 1-cos(x
o . o llmx_)oi( ( ))=1 lzmx_)oi( ( ))=0
e Limites trigonométriques usuelles : () et ()
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